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1. INTRODUCTION ET NoT.~TIO~YS 
Cet article est le dheloppement de deux notes au Compte Rendus de 
I’bcademie des Sciences de Paris [29, 301; certains des resultats contenus 
dans ces notes ayant d’ailleurs Cti: ensuite repris par divers auteurs. I1 donne 
en particulier des applications aus modules du thtoreme re!atif aux categories 
abeliennes ci-dessous. (Theoreme 1.3) (cf. [30]) et qui se trouve dkmontre 
au paragraphe 1. 
(-A) Soit S me classe eon vide d’objets de la cat6gorie abe’lienne 0. et soit T UR 
foncteur. add&if covariant ou contvaaariant exact au ceztre de la catigorie 
abCIienne K. dam la catkgorie ab&ewe 0 *. Si T est exact 2 dmite (resp. h 
gauche) sur toute suite exacte de centre WI objet de S alms T est exact ~3 droite 
(resp. ii gauche) SUP la plus petite sous-catbgorie abe’lienne, pleine, YepEte, ferm6e 
pour quotient et sous-objet et contenant S. 
Cet &non& appelle les precisions suivantes; si %’ est une sous-categoric de 
la categoric abelienne K on dit que: 
V est pleine si pour tout couple, X, I’ d’objets de %? on a 
Homv(X, Y) = Horn&(X, Y), 
55 est rep&e si tout objet de 6 isomorphe a un objet de??est un objet de%‘. 
V est e.wcte si ?? est abelienne et si le foncteur inclusion de % dans is 
est exact. 
‘Z? est ferwke pour quotient et sous-objet si pour tout objet X de %? tout 
sous-objet et tout quotient de A’ est un objet de G?. 
Les categories envisagees sont additives et on dira souvent “foncteur” 
pour “foncteur additif”. Si tI* est une autre categoric abelienne et si 
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T: Q -+ K*, on dit que le foncteur Test exact (resp. exact h droite) (resp. exact 
au centre) sur la sous-categoric % de 6 si le foncteur p de V? dans 6* induit de 
man&e naturelle par le foncteur Test exact (resp. exact a droite) (resp. exact 
au centre). Etant don& une suite 8: 
on dit que G est le centre de la suite 8. Si cette derniere est exacte et si le 
foncteur Test covariant on dit que le foncteur Test exact (resp. e.ract ri droite) 
(resp. exact au centre) SW la suite 8 si la suite T(4): 
T(8): 0 -+ T(G’) + T(G) + T(G”) --f 0 
est esacte (resp. exacte a droite) (resp. exacte au centre). 
C’est en fait la gtnCra1it.C et la commoditc mais non la profondeur de cette 
propriete d’exactitude qui explique le nombre eleve d’applications qu’elle est 
susceptible d’avoir. Ne sont esplicitees ici que celle obtenues en remarquant 
que les foncteurs Hom(E, -) et Hom(--, E) sont justiciables de A. L’une 
des plus simples qui peut s’enoncer de la man&e suivante (theoreme 2.1) 
(cf. [30]) est don&e au paragraphe 2. 
(B) Si E est ZIR ,4-module li gauche de type jini SW l’anneau 1 et si pour 
tout id&al h gauche 91 de -4 le morphisme nature1 de Hom,(E, 4) CEans 
Hom,(E, ,4/‘%) est swjectif alors E est projectif. 
Cette caractlrisation des modules projectifs de type fini est a rapprocher 
de la caracterisation “duale” bienconnue (Theoreme 3.2 de [Sj) qui dit 
que E est injectif si pour tout ideal a gauche ‘58 de L4 le morphisme natural 
de Hom,(A, E) d ans Honr.,(+%, E) est surjectif. Elle cesse d’etre salable si 
on abandonne l’hypothbe de finitude. 11 est possible d’tnoncer un resultat 
analogue dans un cadre plus general (Theortme 2.3). 
11 sera commode de dire que l’object E de 0: est S-projectif (resp. S-injectif) 
si le foncteur Hom(E, -) (resp. Hom( -, E)) est exact sur toute suite exacte 
ayant pour centre un objet de S. De plus si la classe d’objets S se reduit B 
un seul objet: S =: (Xl on ecrira X-projectif en lieu et place de {Xl-projectif. 
Avec cette terminologie un objet E de Q est projectif si et seulement si E est 
X-projectif pour tout objet X de B et le theoreme A s’enonce: Un -4-module 
de typefini E pui est ,g-projectif est projectif- I1 est nature1 de se demander s’il 
existe une classe d’anneaux tels qu’il soit possible d’abandonner I’hypothese 
de finitude. On montre (ThCoreme 2.4). 
(C) Si A est un anneau parfait au sew de H. Bass [3] 2cn ,4-module 
A-projectif est projectif. 
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Tout ceci imposerait l’etude des A-modules A-projectifs; mail il semble 
ma1 aise en l’absence de toute hypothese sur l’anneau A d’exhiber des resultat; 
p&is. Au paragraphe 3 on se borne dans le cas general a mettre en evidence 
une certaine similtitude entre A-projectkite et platitude puis, passant au 
contraire au cas t&s particulier des modules sur l’anneau 2 des entiers 
relatifs, on montre (Propositions 3.3 et 3.5): 
(D) Un Z-module Z-projectif ridduit non ml est saris tol-sion. Si de plus tl 
est de rang$ni aloes il est pojectif (libre). 
Ceci permet de ramener l’etude des Z-modules Z-projectifs au cas des 
Z-modules reduits et saris torsion et de retrouver un resultat de Ii. Stein [34] 
et de J. Rotman [32] (Theoreme 3.2) relatif B une conjecture de J. H. C. 
Whitehead: Ext(P, Z) = 0 impliquerait ‘CP est projectif”. 
Les modules projectifs de type fini interviennent de man&e significative 
dans des questions de geometric et d’arithmetique et on congoit que le 
theoreme 2.1 puisse avoir des applications assez variees. On en donne 
quelques unes au paragraphe 4 avant d’aborder au paragraphe 5 une question 
plus particuliere. 
On se place dans le cadre dune categoric abelienne 0: qui possede un 
generateur, des sommes directes et des produits directs done des Sup (notes 
z et des Inf (notes Q). Si E et G sont des objets de % cn obtient une 
application dsG du treillis T(G) des sous-objets F de G dans le treillis des 
sous-groupes de Hom(E, G) en posant: 
deG(F) = Hom(E, F); FE T(G). 
De la meme maniere on peut introduire l’application gsG de T(G) dans 
les treillis oppose du treillis des sous-groupes de Hom(G, E) en posant: 
gEc(F) = Hom(G/F, E); T E T(G). 
Dans le cas particulier oh G == E les applications dEE et gE” ont ete 
envisagees et utilisees par divers auteurs [2, 19, 31, 331. I1 est nature1 de 
chercher des conditions pour que ces applications soient des morphismes de 
treillis. On montre (Proposition 5.2) que si E est G-projectif (resp. G-injectif) 
alors l’application dEG (resp. gEc) est un morphisme de treillis. La reciproque 
n’est pas vraie, mais il existe un reciproque faible (Corollaire 5.6). Combinant 
le thlortme 2.1 avec ce dernier resultat on obtient une autre caractkisation 
dcs modules projectifs de type fini, cf. Proposition 5.9. 
1. UNE PROPRI~TB D'EXACTITUDE 
LEMME 1.1. Soit (&&I me famille jinie d’objets d’une catggorie abklierzne 
K et soit T: 0. + 6.” un foncfeur exact au cents-e de 0. dam me de~cxi~rne catLgorie 
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abklienne 07. On suppose que pour tout i E I le foncteur T est e.vact ri droite SW 
toute suite exacte de centre Mi ; aloes: 
(i) Pour tout i E I le foncteur T est exact ri droite SW toute suite exacte 
de centre un sous-objet de &Ii ou un quotient de Mi . 
(ii) Le foncteur Test exact h droite SW toute suite exacte de centre Biel M, . 
Preuve. On la fera dans le cas ou T est covariant. Etant don& un car& 
commutatif tel que 9 il est possible de lui associer une suite 3: 
ou u est le compose du cone projectif (s, -c) et oh v est le compose du cone 
inductif (y, 0). Alors [8, p. 521 le car& commutatif g est cartesien (resp. 
cocartesien) si et seulement si la suite 9 est exacte a gauche (resp. a droite). 
(i) Soit N un sous-objet de M oti M designe l’un des objets lWi ; On a 
une suite exacte 0 + N L ill. Soit d une suite exacte 0 -+ N’ --f N A N” + 0 
de centre N. On peut alors construire un car& commutatif 9, oti u (resp. 7) 
est un Cpimorphisme (resp. un monomorphisme). Ce car& est a la fois 
cartesien et cocartesien en sorte que la suite 9 qui lui est associee est exacte. 
Soit T(9) (resp. T(9)) l’image par T de 9 (resp. de 8). Comme un foncteur 
exact au centre est additif la suite T(9) est la suite associee au car& commu- 
tatif T(9). Soit le diagramme somme-produit: 
T(M) 2 T(M) @ T(N”) $G T(N”). 
On a T(a) = T(V) 0 e. Comme T est exact a droite sur toute suite exacte de 
centre M le morphisme T(a) est un Cpimorphisme et il en va alors de m&me 
pour T(v). Mais alors la suite T(Z) yue l’on sait deja, par hypothbe, Ztre 
exacte au centre est exacte ?I droite, en sorte que le car6 commutatif T(9) 
est cocartesien. Dans ces conditions il est bien connu (cf. par exemple 
[8, theorbme 2.521) que T(s) est un Cpimorphisme dCs lors que T(a) est un 
Cpimorphisme. Done T(s) est un epimorphisme et T est exact Q droite sur la 
suite exacte b. 
On suppose maintenant que le centre N de $ soit un quotient de M. On a 
une suite exacte iIl$ N -+ 0. La suite &I z N” + 0 est exacte. Par 
hypothbe T(sp) = T(s) . T(p) est un epimorphisme; il en va de mSme pour 
T(s) et Ia encore T est exact B droite sur la suite exacte b. 
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[ii) On peut se borner au cas I = (1,2). Soit & une suite exacte de centre 
@( nrl, 
On introduit: le diagramme somme produit lUi z$,, @I Mi ; la decomposition 
canonique ;I& .&Qi --%Q de ~10 ci ; le diagramme somme produit 
0.2 Nl tni ~3~ Qi et le composC nature1 0 du cone inductif (Pi , 0,). On a le 
diagramme commutatif 
Pour tout i E I: vci = BiTi = +,T, = &ci . D’oti il resulte que c’ = 6%. On a 
T(v) = T(B) . T(T). II s’agit de verifier que T(r) est un Cpimorphisme; ce 
sera le cas si on montre que T(T) et T(8) sont des Cpimorphismes. 
T(T) est un Lpimorphisme car pour tout i E I, 7; est un Cpimorphisme, mais 
alors T(T~) pest aussi par hypothtse, et il en va de m&me pour T(r) = 
T(Si T;) = oi T(Ti) car le foncteur somme directe est exact a droite. 
T(B) esf un e’pimorphisme. Pour le voir on introduit le carre commutatif 
ci-dessous oti ?~a* et 0” sont des Cpimorphismes 
Ce carre est cartesien et cocartesien. Comme Q3 est un quotient de ;t& ii 
resulte du (i) que T(Y) est un Cpimorphisme. Comme dans la preuve du (i) 
on en deduit que T(B) est un Cpimorphisme. La preuve du lemme est terminee. 
LEMME 1.2. Soit S UIE classe eon vide de la cat&ogorie abt%enne C. I1 ekte 
zone plzls petite sous-catigorie abe’lienne pleine, rep&e, fesmie pow quotient ez 
sous-objet dolit la classe des objets contient S. Cette sow-catigorie est exacte et 
elle est engendrie par la classe des objets de E. qui s’expriment com~ne quotient 
d’un sow-objet d’une sommz directe d’un nombre fini d’objets de S. 
Prewe. Soit (S) la sous-categoric engendree par la classe des objets qui 
sont quotient d’un sous-objet d’une somme directe finie d’objets de S et 
soit %’ une sous-categoric abelienne pleine replete fermee pour quotient et 
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sous-objets et contenant S. Si ais .Mi designe une %‘-somme directe finie 
d’objets Mi de S, cette somme directe peut etre consider&e comme une c- 
somme directe car le foncteur inclusion est additif. I1 cxiste done uric c-somme 
directe des objets lUi dans la sous-categoric $$ et comme cette derniere est 
replete on voit que toute somme directe finie d’objets de S cst un objet de V. 
Comme 9? est fernlee pour quotient et sous-objet, tout quotient d’un sous- 
objet d’une somme directe finie d’objets de S est un objet de % en sorte que 
(S) C V et on aura termink si on montre que la sous-categoric (pleine) (S) est 
exacte (done abelienne), replete et fermte pour quotient et sous-objet. 
(S) est rep&e. C’est clair. 
(S) est f&w&e pour quotient et sous-objet. Soit X un objet de (S), il est le 
quotient d’un sous-objet Y de Z, oh Z designe une somme directe finie 
d’objets de S. Si X” est un quotient de X I’objet X” est un quotient de Y 
done X” est un objet de (S). Si X’ est un sow-objet de X, X’ peut 2tre 
consider6 comme le quotient d’un sous-objet de I’, done comme le quotient 
d’un sous-objet de Z et la encore x’ est un objet de (S). 
(S) est esacte. Soient X1 , Xa deux objets de (S) et soient u un morphisme 
de source Xi de but X-, , K un noyau de u, ,O un conoyau de II. L’objet Xi 
(i = 1, 2) est le quotient d’un sous-objet Yi de la somme directe finie Zi . 
II r&&e alors de l’exactitude B droite et a gauche du foncteur somme directe 
finie que X1 @ X2 est le quotient du sous-objet Yr @ Yz de l’objet 2 = 
2, @ 2, . Cet objet est une somme directe finie d’objets de S, done Xi @ Xa 
est un objet de (S), il en va de m6me pour K et Q puisque (S) est fermee 
pour quotient et sous-objet. Finalement pour tout couple Xi , Xa d’objets de 
S et tout morphisme U: Xi -+ X, il existe une somme directe Xi @ X, , un 
noyau de u et un conoyau de u qui sont des objets de (S). La sous-categoric 
(S) est exacte d’apres le theortme 3.41 de [8]. 
THBOR~ME 1.3. Soie& 6 et C* deux catbgories abt%emes, T WI foncteuv 
exact au centre covariant au contravariant> de 0 dans (I* et S me classe non 
vide d’objets de 0. Les assertions suivantes sont Pquizgaleutes: 
(i) Pour tout objet X de S et toute suite exacte 0 X’ + X --, x” - 0 la 
suite 0 -+ T(X’) + T(X) + T(X”) --+ 0 est exacte h droite (resp. ri gauche). 
(ii) Le foncteur T est exact ci droite (resp. 6 gauche) sur la plus petite 
mm-catkgorie abt%enne, pleine, replgte, fem&e pour quotient et sowobjet et 
contmnt s. 
Comme precedemment on note (S) la sous-categoric Cvoquee en (ii). On 
fait la preuve dans le cas d’un foncteur covariant exact a droite sur toute suite 
exacte de centre un objet de S. Les autres cas s’en deduisent par dualite. 
(ii) 5, (i). Soit 0 4 x’ ---f X- X” --f 0 une suite exacte 0U X est un 
objet de S. Comme la sous-categoric (S) dont l’existence est garantie par !e 
lemme 1.2 est fermee pour quotient et sous-objet X’ et X” sont des objets 
de (S). Comme (S) est pleine la suite exacte peut-$tre considlree comme une 
suite esacte de !a categoric (S) et I’implication est aiors Cvidente. 
(i) 3 (ii). S 01 une suite esacte dc la categoric (S): ‘t 8 
(Jo O+G’-+G-+G”-~61. 
Puisque la sous-catcgorie (S) est exacte (lemme 1.2) la suite d est une Suite 
exacte de la categoric (F;. Le lemme 1.2 at&me que l’objet G cst le quotient 
d’un sous-objet d’une somme directe finie d’objets de S. I1 resulte alors de 
l’hypothese (ij et du lemme 1.1 que le foncteur T est exact a droite sur 8. 
Ceci itant valable quelque soit la suite exacte B de (S) c’est dire que IF: 
functeur T: (S) --+ 6* induit par le foncteur T est exact a drone, autrement 
dit. en utiiisant la terminologie introduite au paragraphe 0, le foncteur T est 
exact B droite sur (S). 
Ees foncteurs Kom,fE, ->, Hom,(--, E) et E @,d-sont Cvidemment 
justiciables du thPo&me 1.3. Si on prends 7’ = E @,--le theoreme 1.3 ou 
plus simplement le lemme 1.1 redonne les lemmes 4 et 5 de [d] qui permettent 
de montrer qu’un A-module E est plat si et seulement si i1 est =I-plat. On se 
borne ici a appiiquer le thCor&me I.3 aux foncteurs Hom(E, -) et Homj-, E). 
2. CI~RAC~~RISATION DES MODULES PROJECTIF~ DE TSPE Fmr 
(i) Le module E est project;f. 
(ii) Pour tout idcal ligauche ‘$1 de A le morph&me natwel de Hom.,(E: A) 
dans Hom,(E, A/PI) est surjectif. 
La condition (ii) revient a affirmer que tout morphisme de E dans un 
quotient de 3 consider& comme A-module a gauche se releve en un rnor- 
phisme de E dans A; le foncteur Hom,(E, -) est exact sur mute suite exacte 
de centre A. Autrement dit avec la terminologie donnee au paragraphe 0 
Ie mod& E est A-ptojectif. Comme un module E est projectif si et seulement 
si E est X-projectif pour tout module X l’implication (i) + (ii) du theoreme 
2.1 est triviale. 
Preuve de (ii) = (i). P ’ q us ue 1 e module E est de type fini il existe une 
suite exacte: Atn) -+ E -+ 0 ou .A(*) d’ esigne une somme directe de n copies 
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de A. Si E est A-projectif E est A(+z)-projectif d’apres le theoreme 1.3; done 
le morphisme identite de E se releve en un morphisme de E dam A(“) en 
sorte que la suite exacte A(?*) + E + 0 est scindee. Le module E est alors 
projectif puisque isomorphe a un facteur direct du module projectif A((1). 
Q.E.D. 
Comme il a CtC dit plus haut cette caracterisation est g rapprocher de la 
caracterisation bien connue qui dit (avec la terminologie du paragraphe 0) 
qu’un d-module est injectif si et settlement si il est A-injectif. Elle peut aussi 
Ctre rapprochee du fait qu’un A-module est plat si et seulement si il est A-plat. 
L’hypothese de finitude faite sur E est indispensable; un module non de 
type fini qui est A-projectif n’est pas en genaral projectif et ce, meme s’il est 
denombrable. Soit en effet E un Z-module injectif non nul que l’on peut 
supposer denombrable (E = ,O par esemple, ,O corps des nombres rationnels). 
Soit f: E---f Z/&. Le sous-module f(E) de ZjnZ est injectif. Ceci impose 
f = 0. Done Hom,(E, Z/zZ) = 0. Le module E est Z-projectif et n’est pas 
projectif. 
Les definitions ci-dessous, tres classiques, [ 13,231 vont permettre d’etendre 
Ie thCorCme 2.1 aux categories abeliennes qui posstdent un generateur. 
Un objet U d’une categoric abelienne 0: est un gtfnhateur si le foncteur 
Hom(U, -) est fiddle i.e. si pour tout couple A, B d’objets de 6 et pour 
tout couple 01, 8 d’tlements de Hom(A, B) la condition: 
Vu, u E Hom( U, -4); (au = f3u) 
implique 01 := /3. I1 revient au meme de dire que U est un generateur si pour 
tout sous-objet strict F de tout objet G de la categoric (5 il existe f: U-r G 
tel quef(U) QF. S’ 1 I a cattgorie 6 possede des sommes directes l’objet U est 
un g&k-ateur si et seulement si tout objet G de 0 est quotient d’une somme 
directe de copies de U. 
Un objet M de la categoric K est de type$ni [25] si tout morphisme de M 
dans tout objet P de V qui est borne superieure d’une famille filtrante crois- 
Sante de sous-objets de P se factorise par un des sous-objets de la famille. 
Tout quotient d’un objet de type iini est de type fini. Toute somme directe 
d’un nombre iini d’objets de type fini est de type fini. Si CT; possede un gene- 
rateur de type fini U alors un objet M de (IX est de type fini si et seulement 
si il est quotient d’une somme directe d’un nombre fini de copies de U [25]. 
Le resultat plus fort ci-dessous est sans doute connu. 
LEIWMX 2.2. Tout objet de type Jilli d’me catigorie abilienne C qui posskde 
m g&&ateur U est le quotient d’une some dire&e d’un nombre$ni de copies de U. 
Preuve. Comme la categoric G possede un objet nul, Hom(X, M) est non 
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vide quelque soit l’objet X de 0. Par aifleurs, comme K possede un gCnerateur 
la classe des sous-objets de Jd est un ensemble [S, proposition 3.351. Soit 
,V l’ensemble des nombres entiers strictement positifs, et soit f’ensemble A?‘: 
On designe par 9 la famille dw images des morphismes f apparrenant Q A?; 
die peut &tre consideree comme une famille de sous-objets de 31. On va 
montrer que cette famille ordonnee par inclusion est une famille filtrante 
croissante de sous-objets de l’objet M. 
Soient en &etf( 77”) et g( tri”); ( n, m E N) deux ClCments de 3 et u(resp. 9) 
le morphisme nature1 de U” (resp. de u’“) dans c*l $3 F = trf!--tli. On 
designe par 9 l’unqiue morphisme de iFJib dans dl tel que f = 9; * ct et 
f =;T 9 . /L Le morphisme p appartient a A? et on voit que f( UQ) et g( U!tf) 
possedent un sup qui n’est autre que &UURT1jQ. 
On va montrer maintenant que :1/1 est la borne sup.6rieure de la famille .F. 
Soit 8 l’ensemble des sous-objets de di qui majorent tout element de 3. 
Cet ensemble est non vide car &If ~9. Soit JI’ E B. Si on avait 31’ + Al if 
existemit, puisque U est g~n~rateur, un morpi~isme fi U-+ +V avec 
f(U) Q AT. Comme f f 3’ ceci contredirait Ie fait que M’ appartient B Yen- 
semble 8’. Done M’ = M et I’objet .M est bien le plus petit majorant des 
Cknents de F. 
Mais alors si 34 est de type fini le morphisme identite lM : 3f-+ 91 se 
factorise par un des Cl&ments de 3, ce qui revient 2 dire qu’il exisre f E A? 
avec ill = ImJ et I’objet M est bien le quotient d’une somme directe d’un 
nomber fini de copies de l’objet U. Q*E*D. 
TR~ORBME 2.3. Soit me cat6gorie abe’lienne tr qui posstde UM g&&atezu El 
0s fait I’unc des deus hypotlzkes s&antes: 
Preuve. Souls I’hypothke (a). Compte renu du l.emme 2.2 on s&i& qu’ii 
est possible de reeopier verbatim la demonstration du theoritme 2.1. 
Sous I’JaypotJzc%e (b). II s’agit en fait de montrer que si l’objet E de type 
Gni est U-projectif, alors E est X-projectif pour tout objet X de la categoric 
CL Comme 0 possede des sommes directes il existe un ensemble I et une suite 
exacte ET”’ --+ X - 0 (Oh U (I) designe la somme direde de !B copies de U 
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avec 331= card(l)). D’aprts le thkor&me 1.3 I’objet Eest X-projectif d&s lors que 
E est U”J-projectif. suffit par conskquent de montrer que pour tout ensemble 
I I’objet E est WJ-projectif, c’est-g-dire de montrer que pour tout Cpimor- 
phisme p de WJ dans un objet Al de K le morphisme Hom(E, p) de 
Hom(E, W) dans Hom(E, n/r) est un epimorphisme. 
On sait (cf. par exemple [20]) que dans une catkgorie (et ce sera le cas si 
elle est abklienne) qui posskde des sommes Qirectes infinies et qui est telle 
que pour tout couple d’objets X, I’ I’ensemble Hom(X, 1’) est non vide, une 
somme directe W) s’identifie a la borne supkrieure des sommes partielles 
WJ oh J parcourt l’ensemble des parties finies de I. 
On sait aussi que la borne supkieure des p( Vi) oh i parcourt I n’est autre 
que p( U(‘J) = A.1. L’associativitk des sup et un argument de cofinalit6 
montrent que cette borne supkrieure est aussi la borne supkrieure des p( W)). 
11 est clair (cf., la preuve du lemme 2.1) que la famille des p( W’)) est une 
famille filtrante croissante. Soit f un morphisme de E dans A’Z. Comme E est 
de type fini il existe une partie finie J,, de I telle que f(E) Cp( .?W)). Comme 
E est par hypothkse U-projectif I’objet E est WoJ-projectif en vertu du 
thCorCme 1.3. On en dCduit que f se relkve par p en un morphisme f’ de E 
dans VI) et Hom(E, p) est bien un Cpimorphisme . Q.E.D. 
On sait que dans une catigorie abtlienne l’objet ,@ est une comerture 
projective de I’objet E si B est projectif et s’il existe une suite exacte: 
O+K-l?+E+O 
oti K est superflu dans ,!? (i.e., (K + X = 8) + (X = 8)). Suivant en cela 
H. Bass [3] on dit qu’un anneau A est parfait (5 gauche) si tout A-module 
(n gauche) posskde une couverture projective. Dans [3] H. Bass a montrC 
(entre autre) que si 9 est parfait la notion de platitude s’identifie & la notion 
de projectivitk. Ceci est g rapprocher du r&&at suivant qui dit en substance 
que si d est parfait la notion de A-projectivitk s’identifie elle aussi 2 la 
notion de projectivitk. En sorte que si A est un anneau parfait les trois notions 
de projectivitk de d-projectivit& et de platitude sont identiques. 
THBOR~ME 2.4. Un module sur uu ameau parfait 4 est projectif si et seule- 
merit si pour tout idkal 2 gauclze % de A le morpluhe natwel de Hom,(E, 9) 
dam Hom,(E, -4/a) est surject;f. 
Pour le voir on aura beson de l’kquivalence (i) o (iv) du lemme ci-dessous 
qui sera utilisk par la suite et dont la dkmonstration qui ne prksente comme 
seul inconvknient que d’Gtre longue et routinikre est laisske au lecteur. 
LEMME 2.5. Soit G un objet d’une catt;gorie abt%enne. 6 et soit 
O-+K~,!?%E-+O 
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une suite esacte d’objets de 0 oli J!? cst projectif. Les assertions suivantes sent 
kquiz~alentes: 
(ij E esi G-projectif; 
(ii) POUT tout y: B-2 G il ezciste 8: ,T+ G avec O(E) C y(K) et 
6 1 K 1: v j K; 
(iii) Pour tout F: E 4 G il existe v: & --f K azw vx(l, - ax) = 0. 
De plus si I? est we couverture projective de E l’une des asser?ions ci-dessus est 
kquizjalente f? l’assertion: 
(iv) Le morphisme nature1 Hom(E, 6) 4 Hom(l?, G) est un isomorphisme. 
Ce lemme va permettre de dtmontrer l’importante proposition suivante. 
PROPOSITION 2.6. Soit Q une catggorie ab&enne qui posside des prod& 
directs; F: I+ & .un diagramme de schtka I dans (X:; (Xiel)F(i) b produit de 
ce diagramme et E un objet de c? qui posskde une couverture projectizje et qui est 
F(i)-projectif pour tout i E I; alors: 
(2) L’objet E est o&) F(i)-projectif 
(b) Si de plus la catt!gorie (5 posdde des Iimites kductives esactes et si 
( +iier) F(i) dtkigne la somme du diagramme F: I+ 0 aloes E’objet E est 
( f iel) F(i)-projectif. 
Preuve. (a) Par hypothese, E est F(i)-projectif pour tout i E I. Compte 
term de l’equivalence (i) e (iv) du lemme 2.5 on voit que pour tout i E I on 
a une suite esacte: 
0 + Hom(E, F(i)) -+ Hom(& F(i)) - 0. 
Comme le foncteur Hom(E, -) commute aus produits de diagrammes on en 
deduit que pour tout i E I on a la suite exacte: 
0 -2- Horn (K (2) W) - Horn (6 (5) F(i)) -+ 0 
et une nouvelle application du lemme 2.5 montre que E est (Xi.I)F(i)- 
projectif. Q.E.D. 
(b) Si de plus 0 est a limites inductives esactes le morphisme naturei 
C&F(i) - ILW) est un monomorphisme. D’apres (a) l’objet E est 
nieI F(i)-projectif, done il est & F(i)-p j ro ec I en vertu du theoreme 1.3 et, t’f 
toujours en vertu du theoreme 1.3, il est ( f icl) F(i)-projectif car (+ iel) F(i) 
est un quotient de GieT F(i). 
La notion duale de la notion de gCnCrateur est la notion de cogenerateur. 
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Un objet F- d’une cat&g&e abCIienne Cc est un ~~~~~~e~~ si le foncteur 
Nom( - , V) est fidel. 
Si 0 pow&de des produits, T/ est un cogenerateur si et seulement si tout 
objet de Cc est sous-objet d’un produit direct de copies de V. On peut alors 
enoncer. 
COROLLAIRE 2.7. Soit 0 une catkgcwie ab&nne qui posskde des prod&s 
directs et wz objet E de 0: dont on s&t qu’ilp~ss~d~ une couverture projective. 
(a) Si I;- e$t a~lz co@zt%ateur de (s: ~EOIX l’objet E est project$ d& lors qu’ii 
est V-projector. 
(b) .!i’i de plus 0 est ri limites iilduct~ves exactes et si T;’ est un ge%ratew 
de Cr alors I’objet E est pvojectij’ d&s Ears qu’il est U-pyoject$. 
Prewve. (a) 11 s’agit de montrer que E est X-projectif pour tout objet 
X de 6. Or X est un sow-objet de Y oh Y est un produit de copies de V. 
D’aprb la proposition 2.6 (a) l’objet E: est Y-projectif done X-projectif en 
vertu du theoreme 1.3. 
(b) On Ccrit cette fois que X est un quotient de P air Y est une somme 
directe de copies de U et on applique la proposition 2.6 (b) et Ie theorkme 1.3. 
.Frew~~ du t~l~~r~~~ 2.4. Soit E un A-module oh A est parfait. L’anneau A 
consid&rC comme d-module a gauche est un gerxkateur. Si E est A-projectif 
il est projectif d’apres le corollaire 2.7 (b). 
De la meme mar&e le corollaire 2.7 (a) donne la proposition. 
PROPOSITION 2.8. Soit V un c ogthfsateur de la catkgorie des modules SW 
A aid A est parfait. Un A-~~odu~ E est projector si et seu~em~t si pow to& 
suite exncte V -+ V” --f 0 le morph&me nature1 de Hom,(E, V) dans 
Hom,(E, V’) est surjectif. 
Comme on l’a deja dit on peut appliquer le t&or&me 1.3 au foaeteur 
Hom(-, E). On remarque par ailleurs que le lemme 2.5 se dualiae et qu’il 
en va de meme pour la proposition 2.6 (a). ProcCdant alors comme ci-dessus 
on obtient successivement. 
PROPOSITIO~T 2.9. Soit 0. une catdgorie ab~~~~~~e qui posssde des sommes 
directes et 2*n gh&ateui- U et soit E un objet de 6 dont on s&t qu’1’il po.&de we 
enoeloppe injective. L’objet E est injectif dh 10~s qu’il est U-kjectif. 
COROLLABE 2.10. So& 6 we cat&go& ~~~~~~~~~ pui possgde des ~u~rnes 
directes des enveloppes injectives et tin g&thtew U. Un. objet I? de 0: est injectg 
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si et seulement si pour toute suite exacte 0 + U’ + Ly le morphisme nature1 de 
Hom(LT, E) dans Hom( u’, E) est un kpimorplaisme. 
Une categoric de Grothendieck possede des enveloppes injectives [8]. On 
peut done lui appliquer le corollaire 2.10. En particulier on retrouve le fait 
qu’un 4-module A-injectif est injectif. Nous ignorons si une categoric 
abelienne qui possede des sommes directes, des enveloppes injectives et un 
generateur est une categoric de Grothendieck. 
Avant de dormer quelques exemples d’utilisation des resultats qui 
precedent on va examiner un peu dans le prochain paragraphe !a notion 
de d-projectivite. 
3. A-PROJECTIVITY ET PLATITUDE 
La proposition suivante met en evidence une symetrie, saris doute assez 
formelle, entre la notion de platitude et la notion de A-projectivitt; dans un 
cas comme dans l’autre on tcrit que la suite exacte 0 --f R --+ L + E --t 0 oh 
L est libre et en quelque sorte “presque scindee.” 
PROPOSITION 3.1. Soit zclte suite exacte 0 + R -% L -+ E -+ 0 odr L est un 
A-module libre. On dksigne pm q)R l’endomorphisnte de R (s’il e&e) induit par 
l’endomorphisme y de L. Les assertions suivantes sont iquivalentes si ,4 est int2gre: 
(i) Le nwdule E est plat (resp. A-projectif); 
(ii) Pour tout v E End,(L) tel que q(L) soit contenu dans zm sons-module 
rlzonog.+ne de R il existe v E End,(L) v&$iant v(L) CR et (IL .- v)p) = 0 
(resp. et ~~(1, - v)~ = 0); 
(iii) Analogue ~2 (ii) mais 0% 0~1 remplace le qualificatif L’monog&ze” par b 
quali$cat$ “de type Jini.” 
Preuve. Cas platitude: (i) 3 (iii). Soit p, E End,4(L) avec p(L) C N oil M 
est un sous-module de type fini de R. Une caracterisation classique de la 
platitude [6, proposition 2.21 dit qu’il existe v E End,(L) avec v(L) C R et 
tel que pour tout 32 E M on ait z = v(x). Soit y EL. On a ~,!y) 5 M et par 
consequent p(y) = v(y(y)). D’oti (lL - v>. v = 0. L’implication (iii) 3 (ii) 
est &ideate. 
(ii) = (i). Soit x E R. Comme L est libre il esiste un morph&me surjectif 
9’: L + d.v ou, ce qui revient au m&me un endomorphisme 9 de L dont 
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I’image est AX. Par hypothese il existe 21 E End,(L) avec v(t) C R et 
(It - Q)F = 0 comme .z = y(y), y EL on a 
et la caracterisation precitee indique que E est plat. 
CQS ~~-~~ojec~~vi~~: (i) => (iii). Soit di un sous-module de type fini de R; 
on a une suite exacte d” -A/r-+ 0. Le thCor&ne 1.3 dit alors que si E est 
A-projectif, E est &I-projectif. On peut considerer 9 comme un morphisme 
de L dans M. L’assertion (iii) du lemme 2.5 affirme l’existence de v: E + R 
avec la relation cpx(1 R - vx) = 0. Mais v peut &tre consider-t comme un 
endomorphisme de L d’image contenue dans R. On a 9R = px et ( lL - ~)a = 
fa - VX. D’oh Ia formule de l’assertion (iii) de la proposition. L’impIica~on 
(iii) * (ii) est evidente. 
(ii) * (i). S’il existe VE End,(L) avec ~~(1, - v)~ = 0, i.e., avec 
vx(l, - vx) = 0 et si v(R) est contenu dans un sous-module monogene de 
R cet endomorphisme cp peut &tre consider6 comme un morphisme F: L * d 
car un sous-module monog~ne deL est isomorphe ii A, On a yx(la - q) = 0 
et le module E est projectif d’apres l’implication (iii) * (i) du Iemme 2.5. 
Remargues. (1) U n module plat de type fini n’est pas en g&r&al 
A-projectif car si tel etait le cas il resulterait du theoreme 2.1 que tout 
mod&e plat de type fini serait projectif ce que I’on sait Ctre faux. 
(2) On a vu qu’un Z-module injectif de torsion non nul est Zprojeetif, 
il n’est pas plat, done un module A-projectif n’est pas en general plat. De 
mCme Ia consideration dun Z-module injectif sans torsion montre qu’un 
module plat et A-projectif n’est pas en general projectif. 
(3) Une limite inductive de modules projectifs (resp. Iibres) n’est pas en 
general A-projective. En effet (theoreme 1.2 de [21]) tout module piat est 
&mite inductive de modules libres de type fini et on vient de voir qu’un 
module plat n’est pas en general projectif. 
On passe maintenant au cas trks particulier des Z-modules mais il est clair 
que Ia plupart des resultats et demonstrations ci-dessous s’etendraient 
verbatim au cas des modules SW un anneau principal et au prix de quelques 
complications techniques au cas des modules sur un anneau de Dedekind. 
On sait que dans un Z-module E il existe un plus grand sous-module injectif 
.LI appele partie injective de E. Si D == 0 on dit que E est rkduit. Le rang de E 
est le plus grand cardinal 9JI tel qu’une somme directe de 91,32 copies de 2 se 
plonge dans E. La proposition ci-dessous donne la structure des Z-modules 
Z-projectifs “pas trop gros.” 
Preuce, C’est Evident si E = 0. Si E + 0 il existe un nom&e premier p 
avec +’ + B (sinan E serait divisible, i.e., injectif). ~‘isomor~~sme 
.EjpE rrt! (ZzipZ)(r, o& rang E = card I montre l’esistence d’un mor~hisme 
non nuf J: E + Z[‘pZ. Comme E est Z-projectif J” se r&t-e en un morphisl~e 
f’: E -+ Z et f =# 0 implique J’(E) f 0. Par consCquent J’(E) est ~somorphe 
B Z et comme Z est ~roj~tif la suite exacte E *f’(B) -+ 0 est wind&e. Le 
module E poss&de un facteur direct isomorphe A Z et on peut poser E = 
Z @ EI . Si E1 := 0 c’est termin& sinon E1 est lui au& Z-p-project2 r&d& 
non nul et on peut poser A& = Z @ .Ez . Do& E =- Z2 @ E2 , et ainsi de 
suite. ~~poth~se faite sur le rang assure que ce processus doit s’ar&ter au 
bout d’un nombre finit de pas en sorte qu’il existe un entier rt avec E, = 0 et 
E = 22 est bien projectif. 
En fait si an abandonne ~hypoth~se fake SW le rang on a seulemeut monrrP 
qu’un Z-module E, ~-proje~~f rCduit et non nut est d~~om~o~able i. ., 
posside un facteur direct non trkkl. Si le soua-moduIe de torsion de E &fait 
non nul, un r&&at classique (18) dit que E poss~de~ait un facteur direct 
isomo~pbe B Z[$PZ. Or il est c&r que Z/pa2 n’est pas ~~projec~if en sorte 
qu’on a le corollaire: 
E =- 2.3 @ P oti P est Z-projectif et &d&t, si P est non nul P est saris torsion 
d’apr&s le corollaire p&&dent. Par aiIleurs comme un Z-module injectif est. 
Z-projectif et comme la somme de deux modules Z-projectif est Z-projective, 
le moduIe D @ P (oh D est injectif et oti P, s’it est non nul, est ~-pro~e~if 
rt?duit sans torsion) est. projectif. OR a done la proposition suit-ante qG 
sambnc I’etude des Z-moduIes Z-projectifs au cas des ~-modules ~-~~ojg~~~~s 
&d&s saris torsion. 
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Remarque. Soit G sow-groupe pur non nul du groupe des entiers P-adics. 
On voit que G/pG N Z/pZ d one G n’est pas injectif. Or on sait (1) que G est 
indecomposable, par consequent G qui est sans torsion n’est pas Z-projectif 
(Corollaire 3.5). Mais G est la borne superieure de ses sous-modules libres, 
done Z-projectifs. On voit ainsi que la borne superieure d’une famille filtrante 
croissante de sous-modules A-projectifs d’un A-module n’est pas en general 
A-projective (cf. remarque 3 ci-dessus). 
Convenons de dire qu’un Z-module P qui verifie Extl(PZ) = 0 est un 
Z-module de Whitehead. En 1952 Whitehead a conjecture qu’un Z-module 
de Whitehead serait projectif. La proposition 3.2 permet de demontrer le 
thtortme ci-dessous qui consiste a affirmer la validite de la conjecture de 
Whitehead dans le cas particulier des Z-modules denombrables. 
THBORSME 3.6 (K. Stein [34] et J. Rotman [32]). Un Z-module dt%zombvabZe 
P qui v&jie Extl(P, Z) = 0 est projectif. 
PTeuve. Soit P un Z-module de Whitehead; le Z-module P a les proprietes 
suivantes: 
(a) Tout sous-module P’ de P est un Z-module de Whitehead, car on a la 
suite exacte: Extl(P, Z) -+ Extl(P’Z) + 0. 
(b) P est Z-projects En effet comme nZ N Z il resulte de l’hypothese 
que Extl(P, nZ) = 0 et l’exactitude de la suite: 
0 + Hom(P, nZ) + Hom(P, Z) + Hom(P, Z/zZ) -+ Extl(P, nZ) 
montre que le morphisme Hom(P, Z) + Hom(P, 2/9zZ) est surjectif. 
(c) P est r&duit. Posons P = D @ P’ oh D est la partie injective de P, 
comme Extl(P, Z) = 0 on a Ext(D, Z) = 0 et on aura ache+ si on montre 
que ceci implique D = 0. 11 s&t de faire la preuve dans le cas ok 
(1) D est de torsion. On a Horn(Z), Q) = 0 car Q est sans torsion et 
Extl(D, Q) = 0 car Q est injectif. La suite exacte 
Hom(D, Q) -+ Hom(D, Q/Z) + Extl(D, Z) -+ Extl(D, Q) 
montre l’existence d’un isomorphisme Hom(D, Q/Z) lo Extl(D, Z). 
Si D est non nul D possede un facteur direct isomorphe a (Q/Z), done se 
plongeant dans Q/Z, en sorte que Hom(D, Q/Z) # 0 et Extl(D, Z) = 0 
implique bien D = 0. 
(2) D est saris torsion. Tout revient 5 montrer que Extl(Q, Z) + 0. 
Dans le cas contraire l’exactitude de la suite 
0 + Hom(Q, Z) = 0 + Hom(Q, Q) N Q -+ Hom(Q, Q/Z) -+ Extl(Q,Z) 
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impliquerait que Hom(Q, Q/Z) q ui est decomposable, est isomorphe au 
Z-module indecomposable Q; d’oh une contradiction. 
(d) Si P est TZO~ rzul il est SAKES torsion. Dans le cas contraire il contiendrait 
un sous-module isomorphe % Z/HZ oti n + 0. Or Extl(Z/nZ, Z) N Z/nZ + 0 
ce qui contredirait (a). 
Considerons les sous-modules de rang fini de P; ces sotis-modules sont 
projectif. d’apres (a), (b), et (c) et la proposition 3.2. Si P est denombrable 
non nul P est saris torsion d’apres d, et ses sow-modules de rang fini sont 
projectifs. Un critere classique de Pontrvagin [26] dit que P est projectif. 
Q.E.D. 
Remarque. La proposition 3.2 conduit a conjecturer qu’un Z-module 
reduit Z-projectif est projectif. La preuve du theoreme 3.6 conduirait a 
conjecturer qu’un Z-module reduit dont tous les sous-modules sont 
Z-projectifs est projectif. La veracite de l’une de ces deux conjectures implique 
la veracite de la conjecture de Whitehead. 
4. QUELQTJE~ APPLICATIONS 
Dans une categoric abelienne un objet E est qzlasi-projectif si tout 
morphisme de E dans un quotient E” de E se releve en un endomorphisme 
de E2 autrement dit (avec la terminologie don&e plus haut) si E est E- 
projectif. Les objets (et plus particulierement les modules) quasi-projectifs 
ont CtC CtudiCs par de nombreux auteurs [9-G, 14, 15, 241. Pour ce faire on 
cherche a dualiser les resultats relatifs au concept dual des modules quasi- 
injectifs [7, 11, 16, 17, 351. Mais, alors qu’il existe des enveloppes injectives, 
il n’existe pas en general de couvertures projectives. On conceit que la 
dualisation en question s’avere souvent impossible en sorte que l’etude des 
objets quasi-projectifs est plus difficile que celle des objets quasi-injectifs. 
Les quelques exemples ci-dessous, axes sur la caracterisation des objets 
projectifs, montrent que les theoremes 1.3 et 2.1 ainsi que la proposition 2.6 
et ses corollaires constituent un outil qui permet de pallier dans une certame 
mesure B l’absence de couvertures projectives. En outre un grand nombre de 
lemmes voir de propositions indispensables B la theorie sont des conse- 
quences immediates ou triviales des theoremes 1.3 et 2. I. 
Ainsi on montre dans [35] que si le module quasi-projectif E possede une 
couverture projective alors la somme directe de n copies de E est quasi- 
projective. 
Les auteurs se demandaient si ce resultat restait valable en l’absence de 
couverture projective, et cette question etaitsignalee comme encore ouverte dans 
[IO]. Or le Go&me 1.3 permet de repondre immediatement par l’affirmativr 
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car si E est E-projectif E est En-projectif et comme toute somme directe 
d’objets X-projectifs est X-projective En est E”-projectif. Si maintenant on 
fait I’hppothese supplementaire que E possede une couverture projective et 
que la cattgorie 0 possede des limites inductives exactes et des produits, 
E est E(m)-projectif pour tout cardinal 9X et comme ci-dessus on en deduit 
que E’at) est quasi-projectif. On a done le resultat suivant que nous avions 
donne dans [30] et qui s’avere utile (cf. [12, 141). 
PROPOSTION 4.1. Soit E un objet quasi-projectsf d’uae categoric abhlienne 
0. La somme directe d’un nombre fini de copies de E est quasi-projective. Ceci 
reste valable en l’absence de l’hypothese de jinitude si E possede une cowverture 
proj*ective et si 0: possede des produits directs et des Iimites inductives exactes. 
Si (5 possede un gCn&rateur li s’injectant dans l’objet quasi-projectif E, 
ce dernier est U-projectif (theoreme 1.3). Si E est de type fini E est projectif 
(theoreme 2.3). Si E est quelconque mais si E possede une couverture 
projective, CC &ant suppose posseder des produits directs et des limites 
inductives exactes; Eest U(?m)- projectif pour tout cardinal ‘%Jl(proposition2.6). 
Or si X est un objet de C!Z il existe un cardinal !JJI tel que la suite III(m) -+ X+ 0 
soit exacte. Done E est X-projectif (theoreme 1.3) et par consequent E est 
projectif.Particularisant aux categories de modules, on a (cf. [9]) la proposition. 
PROPOSITION 4.2. Soit E un A-module qui contient une copie de A; on 
suppose que E est de type$ni ozi que E possede une cowverture projective. Alors 
E est projectif si et seulement si E est quasi-projectsf. 
COROLLAIRE 4.3. Soit B UR anneau saris diviseur de 0 et E un A-module 
quasi-projectif; les assertions suivantes sont Pquivalentes: 
(i) E est projects 
(ii) E est un module mixte qui possede une couverture projective. 
COROLLAIRE 4.4. Cn module Jidele sur un anneau parfait est projectaf si (et 
seulement si) il est quasi-projectif. 
Montrons maintenant par nos moyens le resultat suivant qui donne la 
structure des Z-modules quasi-projectifs. 
PROPOSITION 4.5 [9]. Les Z-modules quasi-project.@ sent: 
(1) les Z-modules project+ (Zibres) 
(2) Les Z-modules de torsion dont chaque p-composantes est une somme 
directe de copies de Z/p”Z; IQ, E N+. 
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Aerrve. Supposons que le sous-module de torsion du Z-module E soit 
non trivial. On aurait un facteur direct de E [lg] de la forme (Q/Z), ou de 
la forme Z/pnZ. Dans le premier cas (Q/Z), devrait etre quasi-projectif 
(theoreme 1.3) ce qui n’est pas, comme on le verifie de suite. Dans le deuxieme 
cas Z/pnZ devrait Ctre Z-projectif (theoreme 1.3) puisque E contient une copie 
de Z et il est trivial qu’il n’en est rien. Par consequent le module E est soit 
de torsion, soit saris torsion. 
Si E est de torsion: E est quasi-projectif si et seulement si chaque p- 
composante E, de E est quasi-projective. Soit E, une composante non null-. 
Comme (Q,iZ), n’est pas quasi-projectif on peut poser [ 181 E, = Z/p”Z G R. 
D’apres le theoreme 1.3 le module Z/p”Z doit &tre C-projectif pour tout 
sous-module monogene C de E, . Posons C = Z/pfilZ. 11 es: clair qtie Z/p”Z 
ne peut pas @tre Z/p”Z-projectif si m > ~2. Done m < II et p”E, = 0. Ee 
module E, qui est un p-groupe borne est une somme directe de modules 
monogenes [27] : E, = @ iel Ci. Comme ci-dessus on voit que deux quelconques 
de ces composantes monogenes ont meme cardinal en sorte clue E, = 
(Z/P~Z)(~~). Reciproquement pour verifier que E, = (Z/pnZjtB3;) es: quasi- 
projectif il suffit de verifier que Z/pJzZ est E,-projectif. Soit une suite esacte 
E, 5 E” -+ 0 et f: Z/p”Z --f E”. On peut poser f(Z/p”Z) = U(F) ori F est un 
sous-module de type fini de E, . Mais alors F est une somme directe dun 
nombre fini de modules monogenes: C, ,..., C, . Ceux-ci &ant annul& par p”. 
Comme p” C, == ... = P”C,. = 0 le module Z/p”Z est C,-projectif; i = I,...: I’. 
Par consequent Z/p”Z est F-projectif (theortme 1.3). Mais alors j se releve en 
un morphisme q: Z/p”Z + F et y peut-&tre consider& comme un morphisme 
de Z/p”Z dans E, 
Si E est suns torsion il est reduit car il est immediat que ,O n’est pas quasi- 
projectif. Si E est de rang fini E est projectif d’apres la proposition 3-2. 
Si le rang de E est infini on a card E == rang E. Soit F -= Z(m) avec 9X = 
rang E. A!Jors F se plonge dans E et E est F-projectif (theoreme 1.3), et par 
ailleurs il existe une suite exacte F-% E + 0. Comme E est F-projectif 
l’identite de E se releve en un morphisme de E dans F. La suite F L E + Cl 
est scindee et E est projectif puisque isomorphe a un facteur direct du 
module F. 
COROLLAIRE 4.6. Un Z-module quasi-projectiS est psojectif si et seulemeut st 
z’l est suns torsion. 
PROPOSITION 4.7. Un anneau A est semi-simple si (et seulemetzt ri) tout 
d-module de type jini est quasi-projectif. 
Pveuz’e. Soit 21 un ideal B gauche de d; le module E = A @ A/% est 
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par hypothese E-projectif. Done &Z est E-projectif et par consequent 
d-projectif (theoreme,l.3). La suite exacte 0-+9f~A-+A/2l-+O est scindee. 
Done tout idea1 B gauche de A es-t facteur direct et A est semi-simple 
[S, theoreme 4.21. 
Pour d’autres applications on pourra consulter [12] 06 se trouve utilisee la 
m&&ode que nous avions indique dans [30]. 
Dans un autre ordre d’idee un anneau -4 est semi-hereditaire (a gauche) 
si tout ideal (a gauche) de type fini de A est projectif. Un anneau -4 est 
semi-h~r~~t~re si et seufement si tout sous-moduIe de type fini d’un 
A-module projectif est projeetif [5, p. 271. D iverses caracterisations ont et& 
donnees par d’autres auteurs. La snivante, sans doute inedite, est une 
consequence du thCorCme 2.1. 
PROPOSITXON 4.8. Pow UIZ anneau A les asserttis suivantes sent &&a- 
Xentes : 
(i) A est semi-ht%ditaire ~3 gauche. 
(ii) Pow tout ~zorn~~e entier s 2 1 et toufe jarn~~~e xl ,..., xs ; -yx ,..., y3 
d’&ments de A il exdste we famille iz, )..,, k, d’.&ments de E’kdbal Li. gazlche 
Cu = {cl aiyi ; x:S af+ri = O> q ui v&iJe l’implication 9 ci-dessous. 
(iii) Tout a module ci droite libre de type J;ni E poss2de la prop&S s - h 
suivrmte: 
(s - h) Pour tout couple x, y d’&ments de E iE existe un endomorphisme rl de E 
qui s’annule SW x et qui est tel que tout endomorpha’sme de E s’annulant SW IV 
s’am&e sur ( lE + q)(y). 
.&ewe. (i) g (ii). A toute famille x1 ,..., xs ; yr ,..., yS d’elements de 
Sanneau R on peut associer le triple (elf, 8,~) oii Cu: designe I’idtal B gauche 
Cs Axi, oh d designe la suite exacte: 
O-+R-+L=&.Af?i-+ iA+-+ 
1 1 
avec a(eJ = xi ; i = I,..., s et oit 91 designe le morph~sme de L dans R obtenu 
en prolongeant lirkirement Ies relations v(eJ = yi ; i = l,..., s. 
Mciproquement B tout triple (a, b, v) 06 ?!X est un ideal a gauche de type 
fini, bfD une suite exacte: 
0-tR-+L4X-+O; 
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L module libre et air gj est un morphisme de L dans d on peut associer une 
famille x1. ,. . . , X, ; y1 ,..., ys d’elements de d telle que: 
11 resulte du theoreme 2.1 et de l’assertion (ii) du lemme 2.5 que B est 
hereditaire a gauche si et seulement si pour tout triple (?f, 6, y) il existe un 
morphisme 0 = L - A qui verifie B(L) C v(R) et (8 - rp)(R) = 0. Soit 
“5 ,..*> 9, ; y1 )...) ys une famille associee a (%!I, &, F). On a: 
et v(H) = {xi Ayi ; xi uixi = 01. Dire qu’il existe un morphisme 6: L + A 
c’est dire qu’il existe une famille kl ,..., k, d’elements de A avec O(ei) = --Rj ; 
i=l ,.~., s. La condition B(L) C y(R) s’exprime par: 
k 1 ,..., k, E 1-f aiyi ; i uixi = 01 
1 1 
quant a la condition (0 - v)(R) = 0 ce n’est autre que l’implication 4. 
L’equivalence des assertions (i) et (ii) est alors Cvidente. 
(ii) o (iii). Designons par A, le module B droite sous-jacent a l’anneau 
A; par .h: l’element de AdS dont les composantes ont x1 ,...7 X, par y 1’elCment 
de Adt de composantes y1 ,...,ys et par k l’&ment de A,8 de composantes 
k 1 ,.a*> k, . Dire que k, ,..., k, appartiennent P {x: aiyi ; Ci Q’L’~ =I; 01 rerient 
B afhrmer qu’on peut poser k = 77(y) oh v est un endomorphisme de A$ qui 
s’annule sur s. 
L’implication 9 peut aussi bien s’ecrire: 
Si on donne a j les valeurs 1 ,..., s ces implications reviennent B aflirmer que 
tout endomorphisme qui s’annule sur x s’annule sur y + k c’est-a-dire sur: 
L’CquivaIence des assertions (ii) et (iii) est alors Claire. 
274 E. DE ROBERT 
5. CARACTBRISATION D'OBJETS PROJECTIFS EN 
TERME DE MORPHISMES DE TREILLIS 
Comme il a 6ttC dit au paragraphe 0 on se place dans le cadre d’une categoric 
abelienne 6 qui posdde un generateur des sommes directes et des produits 
directs. La classe des sous-objets d’un objet G de 6 est un ensemble qui, 
ordonne par inclusion, peut etre consider6 comme un treillis Z’(G). 
On introduit les applications dEG (resp. gEG) de T(G) dans le treillis des 
sous-groupes de Hom(E, 6) (resp. d ans le treillis oppose du treillis des sous- 
groupes de Hom(G, E)) definies par: 
d&F) = Hom(E,F) 
gEG(F) = Hom(G/F, E) ’ 
FE T(G) 
Soient G et Q des sous-objets de I’objet T. On dira que Q est uu suppkmezt 
de G dans T si T est le sup de G et de Q. 
De plus, ce supplement sera dit &tre scinde’ si Q n G est facteur direct de 0. 
PROPOSITION 5.1. Soient E et G deux objets de la catkgorie abt%‘enne CC 
Les assertions &antes sent &uivalentes; 
(9 dEG est un morplzisme de treillis. 
(ii) Pour tout couple F, F’ d e sous-objets de G on a Hom(E, F + F’) = 
Hom(E, F) + Hom(E, F’). 
(iii) Pour tout couple F, F’ de sous-objets de G de morphisme nature1 de 
ExP(E, F n F’) dans Extl(E, F OF’) est injectif. 
(iv) Si l’intersection de deua suppl6ments scindtk de G dans T = G @ E 
est un supphfment de G dans T, ce dewa& supplhnent est hi aussi scindk. 
Preuve. Se souvenant que F n F’ est le produit iibre par G de F et de F’ 
et que Hom(E, -) conserve les produits fib& on voit que dEG(F n F’) = 
d,“(F) n dEG(F’). 
L’equivalence des deux premieres assertions est done Claire. L’equivalence 
des assertions (ii) et (iii) resulte de l’existence du diagramme commutatif B 
lignes exactes ci-dessous, oh I’on ecrit d pour dEG. 
0 -+ d(F) n d(F’) + d(F) @ d(F’) -+ d(F) + d(F) -+ 0 
0 -+ d(F n 3”) ---+ d(F OF’) -+ d(F + F’) -+ ExP(E, F n F’) 
--j Extr(E, F OF’) 
Avant de montrer l’equivalence (iii) o (iv) on considtre le diagramme 
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commutatif D ci-dessous, oti les injections de la colonne de gauche sont Ies 
injections naturelles et ou les lignesd*,Bb’, ett”**sont exactes. I1 est clair que 
tomes les fleches verticales de 9+ sont injectives. Par ailleurs comme le 
(&se) 0 ----f G--+T--E-+0 
f 1 /I 
(6) 0-d-R -E---f0 
J t '1 
(g*) O-FnF'-+Q --k-O 
-1" 1 /i 
(a') 0 + F'-R'--*E-+-O 
(a**) O-4 GPT--+E---+O 
morphisme F n F’ C-t F Cd G est Cgal au morphisme F n F' C-t F' C+ G on 
peut, quitte a le composer avec un automorphisme convenable de T, choisir 
le morphisme R’ + T en sorte que le morphisme Q --f R + T soit dgal au 
morphisme 0 ---f R' --f I’. 11 s’en suit que le morphisme compose Q -+ R + T 
se factorise par R n R' ce qui permet de poser: 
Q -+ R -+ T = 0 Cv+ R n R' C'f- T. 
On za montrer que S = R n R'. Tout d’abord il est clair que R n G = F 
et que R' n G = F' ce qui permet d’ecrire: 
(RnR')nG=(RnG)n(R'nG)==FnF'. 
Cette derniere relation permet d’ecrire le diagramme commutatif a lignes et 
colonnes exactes ci-dessous oil a designe le morphisme F n F' C-+ F C-t G du 
diagramme 9. Comme 0 + G = Ton voit que, 2 fortiori (R n R') + G = T 
et cette derniere relation implique que y est un isomorphisme. Comme 
Q - R -+ T = /3 . v la partie superieure du diagramme 9 montre que 
y.zu=lE en sorte que s1u, et partant c, est un isomorphisme, i.e.! 
Q=RnR'. Q.ED. 
O-+FnF'-+ Q--+E+O 
1 ?J 1 10 
O--+FnF'-+RnR'+E-+O 
O---t G--+ T -+E--0 
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(iii) o (iv). Comme ,Q == R n R’, on voit que si R, R’ et R n R’ sont 
des supplements de G dans T, on peut Ccrire un diagramme tel que 9 en 
prenant F L= R n G, F’ = R’ n G et Q = R n 13’. Reciproquement les 
objets ,O, R, R’ de tout diagramme 93 sont des supplements de G dans T. 
Par consequent l’assertion (iv) revient a affirmer que dans tout diagramme 9 
la suite 6* est scindee dCs lors que les suites &**, 6 et B’ sont scindees. 
Mais on voit de suite que si la suite exacte 8’ (resp. 8’) est scindee il en va 
alors de m&me pour la suite exacte 8**. Done la condition (iv) s’exprime 
en disant que dans tout diagramme tel que 9 si les suites exactes d et 8’ sent 
scindkes il en va de m&ne pour la suite exacte d*. Ceci revient a affirmer que 
pour tout couple F, F’ de sous-objets de E l’intersection des noyaux des 
morphismes naturels: 
Extr(E, F n F’) -+ Extl(E, F) et Extt(E, F n I?‘) + Extl(E, F’) 
est l’objet nul et ceci n’est pas autre chose que la condition (iii) si l’on se 
souvient que le morphisme naturel: 
E&E, F n F’) + Extl(E, F OF’) 
est le compose du cone projectif: 
Extl(E, F n 3”) < 
Ext!(E, F) 
Extl(E, F’) 
On laisse au lecteur le soin d’enoncer la proposition duale de la proposition 
5.1. En general les applications dEG et gsG ne sont pas de morphismes des treillis 
et ce m&me si G = E. On a par exemple la: 
PROPOSITION 5.2. Soit E un module de type Jini SUP un anneau commutatif 
A intigre. Si dEE est un morphisrne de treillis, E est soit de torsion wit sans 
tonion. 
Preuve. On va en fait montrer que si T est le sous-module de torsion 
d’un A module E non nul non de torsion ce sous-module T est nul dCs lors 
que dEE est un morphisme. 
Soit en effet (A& un spsteme jki de generateurs non nuls de E. Soit L 
l’ensemble des i E I tels que xi E T. Comme E n’est pas de torsion le comple- 
mentaire M de L dans I est non vide, et il existe j E IV. Posons N = AI - {j>. 
Si z designe un Clement de E on peut ecrire: 
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qui montre que E = xfEI Ayi avec: 
Soit ayi E T n -4yi _ Comme uyi e T il esiste un Clement regulier b E A tel 
que bayi = 0. Or yi E T, par consequent ba n’est pas regulier ce qui impose 
a = 0, done ayi = 0 et pour tout i E I on a T n Ayi = 0. Si dEE est un 
morphisme de treillis on a 
End, E = dEE(E) =: dEEE (z -4~~) = sI dEE(Ayi) 
c 
et l’endomorphisme unite lE de E s’ecrit lE = x:i,l zli , zli E (iEE(‘4y;). Pour 
tout i E 1 on a ui(T) C T (car T est invariant par tout endomorphisme de E) et 
on a u,(T) C I~>J~ . D’oir z+(T) C i” n -4yi = 0. Par consequem T == l,(T) == 
(Zier ui)( T) C x:iEl ui(T) = 0 et T = 0. Q.E.D. 
Soit d un anneau local tel qu’il existe une famille finie (?l,jifl d’ideaus B 
gauche non nuls tels que niPI ~3~ = 0. On a gAA(0) = End,(d) == A0 ok -4s 
est l’anneau oppose B A. Par ailleurs g.,“(%,) ne contient pas 1’ClCment unite 
de A0 en sorte que g..,“(O-r,) C 911 ou ZlJl est l’ideal maximal de l’annrau (local) 
do. On a &gA’ ‘(‘Xi) + A0 = (&., ‘ZrJ et g,-A n’est pas un morph&me de 
treillis. Si on suppose en plus que A est commutatif noetherien complet et si 
on dbigne par / l’enveloppe injective du corps residue1 de d on peut (22) en 
associant 2 E le d-module Hom,(E, J) identifier la categoric des -4-modules 
artiniens a la categoric duale de la categoric des A-modules nottheriens. 
Comme g.-lA n’est pas un morphisme de treillis on voit par dualite qu’il en va 
de m&me pour dJJ. On obtient ainsi une nouvelle classe de contre-exemples. 
LEM~IE 5.3. Les assertions sukantes sont tqairaientes: 
(i) E est G-projectif; 
(ii) Toat supphent de G dam G @ E est scindt?. 
Prezme. Dire que E est G-projectif c’est dire que pour tout sous-objet 
F de G le morphisme nature1 Hom(E, G/F) -+ Ext(E, F) est un mono- 
morphisme. Or ce morphisme associe a la classe d’estensions Cquivalentes 
represent&e par la suite exacte 8: 0 ---f F + R a E --f 0 la classe d’extensions 
equivalentes representee par une suite exacte 8** telle que le diagramme Q 
iignes exactes 8 et 8”” ci-dessous soit commutatif 
& 0-F-+R--+E---tO 
481/28/2-j 
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Dire que Ker(Hom(E, G/F) -+ Ext(E, F)) est nul c’est dire que si 6” est 
scindCe alors & est scindke. Mais R est un supplkment de G dans T et 
l’kquivalence (i) 0 (ii) est alors Claire. 
La condition (iv) de la proposition 5.1 et le lemme 5.3 (et les &non&s 
duaux) donnent immkdiatement. 
PROPOSITION 5.4. Si l’objet E est G-projectif (wsp. G-inject;f ) l’application 
dEG (r’esp. g$‘) est un morph&me de treillis. 
Cette proposition ne posskde pas de rkcriproque; plus prCcisCment dEG 
(resp. gEG) peut Ctre un morphisme de treillis saris que E soit G-projectif 
(resp. G-injectif) et ceci meme si G = E. Soit p un nombre premier et 
E = PC?/% , la P- corn P osante du Z-module Q/Z. Comme le treillis des sous- 
modules de E est totalement ordonnk par inclusion il est trivial que dEE 
est un morphisme de treillis et il est aisC de vkrifier de suite que E n’est pas 
E-projectif (i.e., quasi-projectif). 11 existe cependant une rkciproque “faible.” 
PROPOSITION 5.5. Soit S une classe uon vide d’objets de la catigorie 
abt%enne 6 et E un objet de Q. Les assertions suivalltes sont Pquivaleutes: 
(i) L’objet E est S-project;f; 
(ii) Le fonctezw Hom(E. -) est exact SW (S); 
(iii) Pour tout objet X de (S), l’application dEx est un morphisme de treillis; 
(iv) Pour tout objet G de S et tout quotient X de G @ G l’apph’cation dEx 
est un morphisme de tTeillis. 
Prewve. -\vec la terminologie don& au paragraphe 0, dire que E est 
S-projectif c’est dire que E est X-projectif pour tout objet X de S. L’Cqui- 
valence des assertions (i) et (ii) n’est pas autre chose que le thkorkme 1.3 
appliquC au foncteur Hom(E, -). Si l’on suppose I’assertion (ii) v&-i&e 
l’implication (ii) * (i) montre que l’objet S-projectif E est (S)-projectif et 
l’implication (ii) * (iii) rCsulte de la proposition 5.4. Si G est un objet de 
S un quotient X de G @ G est un objet de (S) et I’implication (iii) =- (iv) est 
triviale. 11 reste a montrer l’implication (iv) 3 (i). 
F 3 G, 
1 I 
G,--+ H 
Considkrons le car& cocartksien ci-contre oti G, et G, sont des objets 
isomorphes B l’objet G de S et oh F -+ G1 et F ---f G2 sont les monomorphismes 
naturels du sous-objet F de G dans G1 et dans G2 (sur I’existence d’un tel 
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car& conferer par exemple [8, theoreme 2.15*, p. 421). 11 resulte de la preuve 
du theortme 2.54* de [8, p. 531 q ue 1 es morphismes G, ---f H et G, -b H sect 
des monomorphismes et que le carre est cart&en; on peut done t&ire: 
F I= G1 n G, _ D’apres la proposition 2.53 de [S] l’objet H est un quotient 
de la somme directe G, @ Gz N G (3 G. Par consequent il r&x&e de 
l’hypothtse que dHH est un morphisme de treillis. La condition (iii) de !a 
proposition 5.1 dit alors que le morphisme nature1 
Estl(E, Gl n GJ --f Exti(E, G, ‘s# Gz) 
est injectif; autrement dit (cf. preuve de l’equiralence (iii) - (iv) de k~ 
proposition 5.1): 
Ker(Estl(E, G, n G,) - Estt(E, 6,)) n Ker(Estr(E, G, CT GJ -+ Iktl(E, G,)) 
=@. 
Qais Ies deus morphismes intervenant dans la relation ci-dessus ne sont 
autre que le morphisme Estt(.F,Fj ----z Exri(E, G). Polar que cette relation 
soit verifke il faut done que le noyau de Esti(E,F) -* Es@(E, G) soit nul. 
Comme on a la suite esacte: 
0 + Hom(E, F) + Hom(E, 6) - Hom(E, G;F) ---f E&(&J, F) + ExtrjE, 6) 
on voit que E est G-projectif pour tout objet G de S done E est S-projectif. 
Q.E.D. 
L’lquivalence (i) e (iii) de la proposition 5.5 (et de sa duale) dans ie cas 
particulier oti S = {G) donne la reciproque bible annoncie plus haut; 
ficalement on a le corollaire: 
COROLLMRE 5.16. L’objet E est G-projectiJ’(resp. G-i@ect$) si et sezhze~zt 
si dEx (iesp. gEx) est un morphisnze de treillis pour- tout objet X qzzi s’exprime 
comme le quotient d’zcn sozzs-objet d’une somme dire& jinie de copies de G. 
Si on prend pour classe S la classe des objets de la categoric abelienne CC 
on obtient les corollaires suivants: 
COROLL.JIR!S 5.7. Un objet E de (I est projehf si et seulement si oz a 
loujozm Z’igalite’ Hom(E, F + F’) == Hom(E, F) + Hom(E, F’). 
COROLLAIRE 5.7. Un objet E de (!I est injectz;f si et seulement si on a pow 
tout objet G de K et tout couple F, F’ de sous-objet de G la relation 
Hom(G/F n F’, E) = Hom(G/F, E) I Hom(G/F’, Ej. 
La proposition 5.5 permettrait de la mt!me faqon de donner des caracterisa- 
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tions d’objets quasi-projectifs ou quasi-injectifs. On va examiner plutbt le cas 
des modules projectifs de type fini. 
PROPOSITION 5.9. Un A-module de tJ!pe jhi E est projectif si (et seulement 
si) pow tout couple F, F’ de sow-modules ci 2 g6nb~ateurs de tout modules H A 
deux gehtfrateurs; on a la relation 
Hom,(E, F + P’) = Hom.,(E, F) + Hom,(E, F’). 
Preuce. La condition est trivialement necessaire d’apres le corollaire 5.7. 
Pour voir la suffisance on remarque d’abord que si @ = x.i 4.v, est un sous- 
module de type fini du module a deux generateurs H on a: 
Hom,(E, @) = c Horn,(E, AX,) 
d’oh il resulte que si @ et o? sont deux sous-modules de type tini de H on a 
Hom.,(E, 0 + a’) = Hom,(E, @) + Hom.,(E, @‘). Soient F, F’ deux sous- 
modules de H et v: E --) F + F’. On peut poser: 
i=n i=tk 
y(E) = 1 dx; = c A(.Q + xi’); xi EF; Xi’ EFI. 
i=l i=l 
On a alors v(E) C @ + @’ oh @ -= C:zi 3~~ et @’ = 2::: -4~~ sont des 
sous-modules de type fini de H. On peut considerer v comme un element de 
Hom,J(E, @ + @‘) = Horn&Z, @) + Hom,(E, @‘) et poser par consequent 
9 =f+f' avec f:E-+@;f’: E+@‘. Comme @CF et @‘CF’ on peut 
considerer f (resp. f ‘) comme un Clement de Hom,(E, F) (resp. de 
Hom,(E, F’)). Finalement pour tout couple F, F’ de sous-modules de H on 
a Hom,(E, F + F’) = Hom,(E, F) d- Hom,(E, F’) et dEH est un morphisme 
de treillis. 
Comme tout quotient de -4 @ iz est un module a deus gk-krateurs le 
module E est A-projectif d’apres I’implication (iv) 3 (i) de la proposition 5.5. 
11 rest&e alors du theortme 2.1 que E est projectif. Q.E.D. 
Pour terminer remarquons que la proposition 5.5 permet de repondre B la 
question tres naturelle suivante: Trouver des conditions pour que tout couple 
E, G de -4-modules dEG (resp. gEG) soit un morphisme de treillis. En effet, 
la proposition 5.5 (resp. la proposition duale de la proposition 5.5) dit que tel 
est le cas si et seulement si tout A-module E est projectif (resp. injectif) et 
ceci caracterise [5, theoreme 4.21 les anneaux semi-simples On peut done 
Cnoncer. 
COROLLAIRE 5.10. Une condition nkessaire et sufisante pour que pour tout 
couple E, G de modules sur A l’application dEG (resp. gEc) soit 1.111 morphisme de 
twillis est que l’anneau 9 soit semi-simple. 
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